1. Montrons que f admet deux pqints invariants.
fM)=M&7Z=z& zlizzzz —zoz+iz=2(1+22) oizz=22 2 22(i—2) =0
S (z=0)ou(z=i)& (M=0)ou(M=A).
‘ conclusion : les points invariants par f sont O et A. ‘

2. Montrons que pour complexe z, les points A, M et M’ sont alignés. D’abord si M = A alors. M’ = A donc on
peut dire que les points sont alignés, supposons maintenant que M # A dans ce cas.:

) ._z+izz . z+izz  i(l+zz) z—i
z —1= — — 1= = —, on en déduit alors :
14 2zz 1+2z  1+42zz 1+zz
g 1 1
z ! eR|

z—i 14+zz 1+|z]2
ainsi les points A, M et M’ sont alignés.

3. Soit ¢ le cercle de diamétre [OB].

s Gl
a) Montrons VM € 41\ {O,B},ona:arg(z') = g + (MB ,MO ) (2m).

ona: ZZ/ _ g AT z(l—l—ifE)‘z—H _ (A +Z) (i) i(z+i)(z40) ]z—i—z\z € iRY
z 1+2z ° z 14-|z)? 1+ |z|? 1—1—\ |2
z+1
4 71 T z _
il s’en suit que arg > = E . Par conséquent arg(z )EE+arg< +z> (271), or on sait que
z+1
z —— —
a1rg<z+Z = (MB,MO )(2m), d'ou le résultat demandé.

b) SiMe ¢ \ {O,B} alors (W,M—d) = g(n) doncarg(z’) = 0() ce qui implique que M’ est un point
de 'axe des abscisses.

c) Dapres ce quiprécédeona: M’ € (AM)etM' € (O, 1), donc {M'} = (AM)N (O, ), d'oi la construc-
tion du point M’ image d’un point M de .

4. SiIM € €(0,1), alors OM = 1 donc zz = 1, il vient 2’ =

i
c-a-d M’ = A = M, on peut écrire alors que

—_— 1—
AM' =AM ca-d M = Hy,

Par conséquent| f(¢(0,1)) = H(A,%)(‘K(O,l)) =% <I(;),;>

— —
Exercice 2: Dans le plan'cemplexe P rapporté a un repére orthonormé (O, u, o ) On considere les point A

et B d'affixes respectives'l et (-1) et:on désigne par P’ le plan privé du point A.

Soit f l'application de P’ dans P:qui a tout point M de P’ d’affixe z associe le point M’ d'affixe z’ tel que
- z (E — 1)

z—1
1. a) Montrons que ‘z" = |z|. Pour z'# 1, on peut écrire : ;
tuniTests .tn
| = [ A — | g b
1] 1z -1 IZ 1] e
Comme }z ‘ = |z| alors OM = OM’ c-a-d M’ est un point du cercle de centre O et passant par M

b) Soit ¢ le cercle de centre O et de'rayon 1. Montrons que pour tout M de ¢\ {A} ona:
f(M) =B.
Comme M € € alors OM = |z| =1 par suite 1 = |z
zz—z 1—z

aff(f(M)) =2’ = —— = — = —1=aff(B) d'ou f(M)=B

\2 = zz. Pour z # 1, on peut écrire
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2. Déterminons I'ensemble des points invariants par f. Pour M # A, on peut écrire :

. 231
Mestinvariantparf<:>f(M):M<Z>Z:Z/<:>Z:M<:> z(z—1)=2z(z-1)

z—1 Z#l
- z(z—1)—z(z—1)=0 - z(z—2z)=0 - z=0ouz=2z
z#1 z#1 z#1
7R LMo\ (4
z#1

3. Soit M un point quelconque du plan privé de la droite (AB) et du cercle € On désigne par M; l'image de M
par la symétrie orthogonale d’axe (AB) et par M’ l'image de M par f

a) My = S(p,77)(M) donc zyy, =Z. Pour z # 1, on peut écrire :

o B ,_7_2(2—1)_7_2(2—1)—2(2—1)_2—2
g TE T AT 2 TEE T T 2= z—1 oz
zZ— =
Z—2z
etcomme z—— =7z — 1 # 0, on en déduit que MM _ 5 [comme
AN 2zl 1]
1
Z—2z —2Im(z) . M . AL
5 = >~ donc est imaginaire pure.
|z —1] |z —1] ZAM;

—>

—
Conclusion : les vecteurs M; M’ et AMj sont orthogonaux

—_—

b) Montrons que les vecteurs M; M’ et BM' sont orthogonaux. Pour tout M # A on peut écrire :

-1) zz-1)+z—-1 zz-1
=7 1:72(Z 1= = )
B’ Zj_ z—% + ) z—1 z —1 \
gl _zz—1 _ |z]* -1 :|Z| _1iEiR tuniTests tn
Zyap 2% —2ilm(z)  2Im(z) ’
— lLa®y el

Conclusion : M;M’ et BM’ sont orthogonaux.

c) Onremarque d'abord que M; # A # et M’ # M, d’autre part les vecteurs W et m sont orthogonaux
donc M’ est un point de la droite Ajr, passant par M; et perpendiculaire & la droite (AM);) et comme M’
est un point du cercle %), de centre O et passant par M et M; donc M’ est l'intersection Ap, et G, autre
que M (car My # M').

Exercice 3 : Le plan complexe &2 est muni d’'unirepére orthonormé (O; u, 5’), on donne les points A et I d'affixes

1 1
respectives 1, —. Soit ¢ I cercle de centre I et de rayon E.On note C' = {z € C/2|z|> — (z+2) # 0}

2
1. Montrons I'équivalence suivante: M(z) € € < 2|z|> — (z +z) = 0.
1 1] 1 17 1 1 1, 1 1 1 1
I = — — - | = — — — = — — —\)(z— =)= — 7 — — z _ = —
M(z) e ¢ < IM > € 1295 2@‘2 > 4<:>(z 2)(z 2) T 2(2+z)+4 1

@ZZ—E(Z—FE):O@ZZE—(Z—FZ): :

2. Soit f: Z\f€} — &
(! / Z(|Z|2 B 1)
M(z) — M(2") tels que z' =

S 2z = (z+2)
/
z .
a) Montrons que pour tout z € C’, on = est réel. Pour tout z # 0, on peut écrire :

o () ()

= 5 = 5 , par suite — est réel.
z 2z = (z+z) 2]z|"—2Re(z) z
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2
z|lz—1
b) Montrons que pourtoutz € C',ona:z —z = | |

202 = (z+%)
2 — 2
, Z(’Z| —1) B Z(2|Z‘2—(Z—|—Z))—Z<|Z| —l) _Z(’Z’Z—(Z—}—Z)—}—l)
TR TR —(z+2) 2z2— (z + 2) T AP (z+2)
Cz2(zZ-(z4+2) 1) z2(z-1)(z-1) z]z-1)
2022 = (z+2)  20zP—-(z+2) 2zP-(z+72)
Déduisons que |z’ — z| = [z — 1]
< 2 2 2 —
2 (|2 = 1) z(|2 —1) =2z + (z+32)
Z/—lz—z - — 1= 2 =
2[z|2 - (2 +7%) 2|z|2 — (z +72)
CzlzP =20z 4z E(2-2z41)  Z(z-1)?
2z = (z+2)  2zP—(z+2) 2z - (z+2)
) |z| |z — 1] , Z[[(z= 13 lz| |z — 1]
Par conséquent |z' — z| = —et|z —1| = —— = —
S = ey e L Bl =R P o e
on en déduit alors que |z’ — 1| = |2/ — z]

/
c) Construisons le point M connaissant M dans P\ {€¢}. D'aprésice qui précéde on a : — est réel donc
z

M' € (OM) et |2’ —z| = |2/ — 1| c-a-d AM’ =MM’ don"M' est un point der la médiatrice du segment
[AM], il en résulte que {M'} = (OM) N méd [AM]
3. Soit M un point du cercle €’ de centre O et dé rayon r avec r > 1.
a) On remarque d’abord que z’ #0 et Z —z # 0, donc pour montrer que M’ est un point du segment

R —— /
[OM] \ {O, M}. Il suffit de montrer que (M’O, M’M) = m(277), ce qui équivaut &

= est un réel
strictement négatif.

z|z — 1)
2lz* — (2472)
zZ—z lz—1 lz—1? .
- :_|z|2—1 = — ] € R*, puisque r > 1.
b) Déduisons que OM' + AM' =r. Comme M’ € [OM] donc OM = OM’ + M’ M d’autre part M' €med[AM],
donc M'M = M'A, par suite OM.= OM’ + M'A or. OM = riil vientr = OM’' + AM'.

E[. On pose u = (1 +i\/§) + (i— \@> tgo.

s
272

D'aprés 2.b) z' —z = — et comme |z| > 1 donc z # 0, z # 1 et |z|* — 1 > 0 par suite

Exercice 4: Soit 0 un réel de } —

1. D'abordon a:

1+1[> (1+z\f)

5= (THiVB).(1+190) = (1+iv3) +i(1+iV3)00  (uniTests.tn

cosHo

= (1+18) + (= f)tge Loy cel>lox;
Déterminons malntenant la forme exponentielle de .
1+i 2¢'3 2 2 . 2 ilein
+ f = u=—¢3¢9=_=_¢ (6+§), Cette derniére écriture est la forme ex-
cos® " cos®  cosf cos® cos0
ponentielle de u puisque 0 < cosé.

@l

—7
2. Onprend 8 = =

a) Danscecasu = 2\[6 2 =22 (cos IR + isin 12) ce qui donne la forme trigonométrique de u.

b) Ecrivons d’abord u sous forme algébrique, 1 = (1 + 1\/§> + (i — \@) tgg.
Commetggzl,uzl—i—i\@—i—i—\le—\f—i—i(l—i—\/g),
Lo : U
parsuite u =1 — /3 4+i(14+3) = 2[((:05 (12) +zsm(12>>
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1—+3=2v2cos (%)

en identifiant la partie réelle et la partie imaginaire de u, on obtient

1+w@:2¢%m(%>

cos (2) =13
12 22
Par conséquent
sin (2} = LEV3
12 242
Exercice 5:
Soit 6 un réel de lintervalle [0,271].

2 2i0 _ (3

1. On considére I'équation (Eg) d'inconnue z : z* — iz — ie'? — ¢

2. Résolution dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation (Eyp).
‘ . ‘ 2 )
Le discriminant de cette équation est A = ()2 + 4ie’? + 4¢%0 = (Zele + i) , dong & = 2¢" 4 i est une raine
i+2e0 4 i i— 260 — i

=e® fietzy=—" — =

carrée de A, donc (Ep) posséde deux solutions complexesizq,= > 5

—¢'®. lensemble des solutions de (Eg) est:| S/& {eie + i,—eig}

a) Si0=0alorsz; =1+i= V2T etzy = —1=¢"
3. On désigne par Ail el)Mz les points d’affixes respectives —e'® et i - ¥ dans le plan rapporté a un repéere
orthonormé (O, 1, )
a) Montrons que M;j varie sur un cercle ¢ que I'on déterminera. Comme z1 = —e' donc |z1| = 1, par suite
M est un point du cercle € de centre O et de rayon 1.
z1+ 2o 1,
==
2 2
Comme M, = S;(M;j) donc M, est un point du cercle symétrie de ¢ par rapport a I, ainsi donc M est un

b) Calculons I'affixe du milieu du segment [M;M;].z; =

point du cercle ¢” de centre A(i) et de rayon 1.

4. Déterminer 0 ppur que les points O, /My et M, soient alignés. Comme 250 # 0, on peut écrire :
ZOM2 . i+ et?

0 = —ie"? — 1= —i(cosf — isinf) — 1= —1 —sinf — i cos0.

oM,

250 7T 3
O, M; et M, soient alignés < “OM;

ceR&ecosf=—0<0=—o0ub=—. -\
ZW; 2 2 i

, tuniTests_tn
Exercice 6 :
Soit m un nombre complexe de module V2. LLaBl clalaeg
1. a) Résolution dans C, 'équation (E,, ) : mz* =2z + 7 = 0.

Le discriminant de cette équationest A' =1 — mim =1 — |m]2 =1-2=—1,dou & =i est une racine

. A : 1+i 1—i
carrée de /A'rdone (Ey)-posséde deux solutions complexes z' = —— e PAES —.— Lensemble des

147 1—i
solutions de (Ep,) esti| S = { il Z, Z}
m’ m

b) Dans la suite on prend m = +/2¢¢ ou 6 € [0,27]. Montrons que les racines z’ et z” de 'équation (E,,)
s'écrivent sous la forme : 2/ = ¢/ (179) gt 2/ = ¢~ (§10),
14i=1+/2¢% et1 —i=+/2¢""%, donc on peut écrire :

2¢'% (7 2e 1% _i(z

7 = V2 — ¢/(579) de méme 2" = L — —i(5+9)

V26 V/2e0
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2. Dans le plan complexe on désigne par les points M’, M" et M les points d'affixes respectives z',z" et z/ + 2" :

I=M xM"

a)

b)

Déterminons les ensembles décrit par M’ et I.
7 =z =579 donc |2/| =1 etarg(z) = g —0)(2m),
oM =1
on en déduit alors : — T et comme — 0 décrit ] — =27, ] donc M’ décrit tout
(u OM’) 7 —0(2m) 4 4
le cercle de centre O et de rayon 1.
2 +2" 1 1 1 i 1
zZr = =— = — = ——¢ ", par suite |z; = — etarg(z;) = —0(27r), on en déduit alors :
T === 21 = 5 etdligla) = —0(27)
1
Ol =—

Y

V2
(7,61') = _0(2n)

1
et comme —0 décrit | — 271,0[ donc I décrit tout le cercle de,centre O et de rayon \ﬁ

Montrons que les points O, M’ et M" ne sont pas alignés et quie les vecteurs. On remarque que z”" # 0 donc

on peut écrire : OM’ et OM” sont orthogonaux.
Z, el(%_e) i . Ty % y / 7 . Z !/
- = w =¢'2 =i € iR" donc les points O, M’ et M" ne sont pas alignés et les vecteurs OM' et
Z j— A

e 4
OM" sont orthogonaux.

_—>
Pour montrer que le quadrilatére OM' MM" estun carré, il faut montrer que OM' = M'M, OM’ OM”
et OM' LOM” les deux dernleres condmons sont safisfaites il nous reste & montrer que oM = M"M.

_ I /S /: VY,
zOM,—z etz iy =2 =7 4+7" =7 zOM,,onendedunqueOM MM

Conclusion : le quadrilatére OM’MM” est un carré

tuniTests N

lla®y el
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